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RESUMEN

El trabajo que se presenta ha sido desarrollado durante los cursos
2007-08 y 2008-09, con actividades preparadas para la ocasion, en
sesiones del Proyecto ESTALMAT-Andalucia para alumnos que ya habian
cursado los dos afios del mismo (Veteranos). Algunas de las actividades
que se ven aqui han sido expuestas también en numerosas ocasiones
en charlas de divulgacion de las Matematicas y en Olimpiadas
Mateméticas.

El objetivo es hacer una presentacion amena y motivadora de las
Permutaciones como funciones que actuan sobre un conjunto finito. Se
plantean, a modo de juegos, algunos problemas de resultado
impactante y se reta a su solucion. Para ello, se analizan la definicién de
permutacién, la descomposicion en ciclos, la composicion (producto) y
sus propiedades, para concluir probando los ejemplos que se presentan.

Este tipo de actividades, en Educacion Secundaria, estan especialmente
indicadas para alumnos a los que se les ha detectado un especial
interés y gusto por las Matematicas y podrian desarrollarse en un Taller
de Resolucion de Problemas de Matematicas.

! Las sesiones fueron desarrolladas en colaboracion con Luis Narvaez, Miguel Angel Olalla y Ramén Piedra, del
Departamento de Algebra de la Universidad de Sevilla.
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1. INTRODUCCION

La comunicacion gira en torno a dos problemas: el primero es el juego de las 9 cartas
que, partiendo de una posicion ordenada, se separan varias veces para que, al final,
resulten todas sorprendentemente ordenadas de nuevo.

El segundo problema presenta la estrategia que deben seguir 100 presos para optimizar
una oportunidad de libertad que se les ofrece.

Para comenzar se plantea el juego de magia de las 9 cartas numeradas del 1 al 9.
Empezamos con ellas ordenadas como se ve en la figura 1.

Figura 1

Ahora las separamos colocandolas alternativamente en dos montones boca abajo.
Después montamos uno sobre otro y “cortamos” todas las veces que queramos y por
donde queramos (“cortar” es pasar unas cuantas cartas de arriba a abajo sin
desordenarlas ni mezclarlas).

Después de hacer esto un par de veces las cartas quedan bastante desordenadas, como
puede verse en la figura 2.

Figura 2

Pero, para quedarnos mas seguros del desorden, vamos a separarlas una tercera vez vy,
por supuesto, “cortar” cuantas veces queramos.

Ahora miramos la carta de arriba

Figura 3

y pasamos de arriba a abajo tantas cartas como indique el nimero (en el ejemplo, 4).
Entonces, ensefiamos las cartas y jTODO ESTA ORDENADO COMO AL PRINCIPIO!

¢Qué es lo que ocurre? ¢Dénde esta la magia?



Lo que hemos visto es un juego de “magia” que no tiene ningdn “truco”. Es algebra y
nada mas que algebra lo que hay detras de este juego. En las siguientes secciones
vamos a profundizar en el modelo algebraico que nos va a permitir descubrir por qué se
ordenan las cartas: “El grupo de las permutaciones™.

2. EL GRUPO DE LAS PERMUTACIONES

2.1.- Permutaciones.- El Diccionario de la Real Academia Espafola de la Lengua dice
que permutar significa variar la disposicion u orden en que estaban dos o mas cosas
(tercera acepcion).

Y en eso consiste una permutaciéon en el sentido algebraico. Si tenemos los nimeros 1 2
3 4 y los cambiamos de lugar nos resulta, por ejemplo, 3 4 2 1. Esto es una permutacion
de los nimeros 1 2 3 4.

2.2.- Ejemplo.- Las permutaciones de los nUmeros 1 2 3 4 son:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Para estar seguros de haber escrito todas hemos utilizado un criterio de escritura:
considerar cada una como las cifras decimales de un nimero y seguir el orden natural.

2.3.- Notaciones.- Recordando la definicibn del DRAE, observamos que, en realidad,
una permutacion, por ejemplo, la 3 4 2 1, es ‘algo’ que ‘cambia el orden’ de los numeros
1 2 3 4, es decir, ‘actia’ sobre ellos de la siguiente manera: coloca en la posiciéon 1 un 3,
enla 2 un 4, enla 3 un 2y enla 4 un 1. Esto se puede escribir simbdélicamente
colocando en la primera fila las posiciones y en la segunda los nidmeros que ocupan cada

posicion:
1 2 3 4
34 2 1

o también asi:

A w0 DN -
L4l
= N B W

2.4.- Ejercicio.- Proponemos tratar de escribir con esta ultima notacién algunas de las
permutaciones de las obtenidas en el ejemplo anterior. ¢Hay alguna en la que algun
namero no cambia de posicion? ¢Hay alguna en la que ningun numero cambia de
posicion?

2.5.- Ejercicio.- Como las permutaciones son como “funciones” que actUan sobre los
nuameros 1, 2, 3, 4, podemos representarlas por letras como las funciones: f, g, h. Por
ejemplo, supongamos las permutaciones



[t 234 (123 4
3421 7% 04231
Calcular: f(2)= ,f4)= , g()= y gd)=

¢Tienen solucion las “ecuaciones” f(xX)=x y g(Xx)=x?

2.6.- Ciclos.- En Matematicas se es bastante ahorrativo y gusta escribir las cosas de la
manera mas simple que sea posible. Pero, para ello, hay que usar cédigos de escritura
que entendamos todos. Veamos como se puede hacer con las permutaciones:

La permutacion anterior, 3 4 2 1, que se podia poner también como

-

A W DN
il
P N B W

podemos escribirla asi: (1 3 2 4) [ATENCION: los nimeros estan entre paréntesis, a
diferencia de como escribiamos la permutacion en la forma inicial], que quiere decir que
a la posicion 1 se le asigna el 3, ala3 el 2,ala2el4yalad4ell, es decir, a cada
ndamero se le asigna el siguiente y al Gltimo el primero.

A este tipo de permutaciones se les llama “ciclos”, porque da lo mismo escribir (1 3 2 4)

(3241)=(2413)=(4132). Pero jcuidado! No toda permutacion es un ciclo. Vamos
a verlo en los ejemplos siguientes.

2.7.- Ejemplo.- Escribir en forma de ciclo la permutacion
12 3 4)
2 4 3 1)

En este caso la solucion es (1 2 4). No esta el 3 porque el 3 no cambia de posicion.

NOTA.- En el nuevo codigo hay que ‘convenir’ que si un nimero no aparece es que no
cambia su posicién.




2.8.- Ejemplo.- (Se puede escribir en forma de ciclo esta permutacion?

1 2 3 4

3 41 2
Esta permutacién contiene dos ciclos: el (1 3) y el (2 4), y por tanto no es un ciclo.
Observamos aqui que, a veces, se necesita mas de un ciclo para determinar una

permutacién. En estos casos se dice que la permutacién contiene varios ciclos, que
necesariamente han de ser disjuntos. ¢Por qué?

2.9.- Ejercicio.- El conjunto de todas las permutaciones de los nimeros 1 2 3... n se
designa por S,. El conjunto que hemos estado manejando es S,. (Cuantos elementos
tiene?

La soluciéon ya la tenemos porque hemos escrito todas las permutaciones de S,4, pero
podemos ahora buscar una expresion que nos dé el nimero de permutaciones de n
elementos.?

Vamos a ver ahora ejemplos de Sg. Segun lo anterior, ¢cuantas permutaciones hay en
Se?

2.10.- Ejercicios.-

1. Escribir los ciclos disjuntos contenidos en cada una de las siguientes
permutaciones de Sg:

1 2 3 456 3 1 2 3 45 6 B
31256 4/ 1436152
1 2 3 45 6 3 1 2 3 456 B
6 351 4 2) 546 21 3
2. Completar las igualdades en los siguientes casos:
1 2 3 456 1 2 3 45 6
(14) (23)= ; ()=
[123456j (123456]
(231) (56)= ; (14)(25) (36)=
[123456J (123456}
(145263)= ; (145)(263)=

2.11.- Teorema.- Toda permutacién estid univocamente determinada por los ciclos
disjuntos que contiene.

Podemos llegar a esbozar una demostracién del Teorema, intentando, por ejemplo,
hacerlo en el caso de Sg.

2.12.- Composicidn de permutaciones.- Si consideramos dos permutaciones, fy g, y
nos imaginamos que primero “actda” f y después, sobre el resultado que se obtiene,
“actiia” g, resulta otra permutacion que llamamos “compuesta de fy g” y se representa
por fg. Por ejemplo, recordemos las permutaciones de antes:

> Dependiendo del nivel, esta expresién puede ser conocida por los alumnos o puede intentarse ahora la
obtencién de la misma.



o 1 2 3 4 _ 1 2 3 4
3421 7% 4231
f(1)=3 y g(3)=3, entonces fg(1)=3
f(2)=4 y g(4)=1, entonces fg(2)=1

f(3)=2 y g(2)=2, entonces fg(3)=2
f(4)=1y g(1)=4, entonces fg(4)=4

1 2 3 4
fg=
31 2 4

Podemos entonces escribir:

Otra forma de expresarlo es asi:

1 5 3953 1 —95 3
2 L 491 N
] de donde, 2
3 N 2 9_» 2 fg
foy [¢]
4 ? l /4 4 fg 4

Simbdlicamente se escribe: (fg)()=g(f())), i= 1, 2, 3, 4.
2.13.- Ejercicio.- Hallar la permutacién gf, es decir, actuando primero g y después f, o,
simbolicamente, (gf)(i)=f(g(i)).
¢Da lo mismo? (Qué quiere decir esto?

2.14.- Notas.-

1.- La composicion de permutaciones no es conmutativa: en general, fg # gf.

2.- En el lenguaje algebraico la expresion fg nos recuerda un producto. Por eso, la
composicién de permutaciones se llama también producto de permutaciones.

3.- Sabemos que una permutacion esta determinada por sus ciclos disjuntos. De hecho,
ella misma es el producto de dichos ciclos. Asi pues, el teorema anterior diria: toda
permutacion se puede escribir como producto de ciclos disjuntos y, ademas, de manera
unica, salvo el orden (esto quiere decir que en los ciclos disjuntos si puede cambiarse el
orden).

2.15.- Ejercicio.- Se consideran en Sg los siguientes productos de ciclos no disjuntos:
f=(16)(14) (35 , g=(1245)(2631) y h=(@2631)(1245)
Expresar las permutaciones f, g, h como producto de ciclos disjuntos.

Observar que las permutaciones g y h tienen los mismos ciclos, pero no son disjuntos,
por eso, al cambiarlos de orden, dan permutaciones distintas.

2.16.- Ejercicio.- Hallar los siguientes productos, siendo f, g, h las permutaciones del
ejercicio anterior:

fg , of , gh , h®=hh , fgh , fh2 ,  h®=hhh.



3. EXPLICACION DEL JUEGO INICIAL

3.1.- Separacién en montones.-

La separacion en dos montones equivale a la permutacion:

S—(123456789

, que, en forma de ciclo, es: S=(1834267509).
8 6 4 29 7 5 31

Volver a separar las cartas es hacer la misma permutacién otra vez:
SS=S°=(132798465) ; S*=(147)(258)(369) ;
3.2.- Cortar una carta.-

Cortar una carta equivale a la permutacion:

1 2 3 456 7 89
912 3 456 78

J, que, en forma de ciclo, es: C=(1987 65 4 3 2).

Cortar dos cartas = (cortar una carta)>’=C°’=(186 429 75 3)
Cortar tres cartas = (cortar una carta)>=C*=(1 7 4)(2 8 5)(3 9 6)
C'=(C»?’=(162738495)

Ct= (C*?=(1 4 7)(258)(369)

Primer _hechizo méagico

s®=c®

3.3.- El orden de los factores SI altera el producto:

SC=(183426759)(198765432)=(1L74)258).

CS=(198765432)(183426759)=(285)(3609).

Si calculamos C*S, resulta:
C'S=(162738495)(183426759)=(174)(258)

Sequndo hechizo magico

sC =cC*s
Por lo tanto:
SC?=(SC)C=(C*s)C=C*(SC)=Cc*Cc*s=C?®s
SCc3=(sc?)c=(c®s)c=Cc?(sc)=Ccéc*s=Cc*?s= C3s
SC*=(sc?®c=(c3s)Cc=C3(sSc)=Cc3c*s=C’s
SC°= ... =C®S

SCb= ... =C°®s



SC’= ... =CS
Scé= ... =C®s

3.4.- Explicacion del juego

Lo que hacemos en el juego es separar las cartas, cortar varias veces, separar otra vez
las cartas, cortar varias veces y separar por tercera vez las cartas y cortar varias veces.
Esto es:

(SCP)(SCY(SCN) = (CPS) (CTS) (C"S) =CP(SCT)(SC)S=CP(CYS)(C"S)S =

=CPCY¥(SC")S?P=CcPCc¥CcsP=CcPcYct cl = et

iAl final lo que queda es un simple corte!



4. COMO PUEDEN LAS PERMUTACIONES AYUDAR A LOS PRESOS

En una céarcel hay 100 presos numerados del 1 al 100, a los que el alcaide de la prision
quiere dar una oportunidad de ser liberados. Para ello les propone el siguiente juego:

a) Se colocan 100 cajas numeradas en una habitacion, conteniendo en su interior los
numeros del 1 al 100, distribuidos aleatoriamente.

b) Uno a uno, cada preso entrard en la habitaciéon y podra abrir hasta 50 cajas
elegidas por él, mirando el nimero que hay en cada una de ellas.

c) Si todos los presos consiguen encontrar su propio numero entre las cajas
elegidas, habran ganado el juego y todos los presos seran liberados.

d) Si alguno de los presos no consigue encontrar su propio numero, todos habran
perdido el juego y quedaran en la carcel.

Nota.- Los presos no pueden comunicarse entre si mientras dura el juego.

Si los presos eligen las cajas al azar, la probabilidad de que un preso acierte a ver su
1

namero es: E Por lo tanto, la probabilidad de que se liberen todos los presos es:

21% ~ 0.0000000000000000000000000000008, que es practicamente CERO.

4.1.- Problema.- ¢Existe alguna estrategia que aumente notablemente la probabilidad
de que todos los presos sean liberados?

4.2.- Solucidén.- Supongamos que los presos acuerdan previamente la siguiente manera
de elegir las cajas:

CRITERIO DE ELECCION.- Cada preso tiene un niamero N. Cuando entra en la habitacion
mira en primer lugar el nimero que hay en la caja N. A continuacidén ira a mirar la caja
que le indigue el niumero encontrado y asi sucesivamente.

¢Cual serd, de esta manera, la probabilidad de salir todos de la carcel?

La distribucion de los numeros en las cajas es una permutacion de los niumeros 1, 2, 3, ...
99, 100. Para entender bien la estrategia de los presos vamos a hacerlo con seis
numeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Cada preso puede mirar, como maximo, tres cajas.

a) Supongamos, por ejemplo, que la distribucién de los nimeros en las cajas es

365214, es decir,
1 2 3 45 6
3 65 2 14

o, en forma de ciclo, (1 3 5) (2 6 4).
¢Se liberarian los presos en este caso usando la estrategia acordada?

El preso n® 1 mira en la caja 1 y ve un 3.
Va a la caja 3y ve un 5.
Va alacaja5yve un 1: SE LIBRA.

El preso n® 2 mira en la caja 2 y ve un 6.
Vaalacaja6yveuni4

Va a la caja 4 y ve un 2: SE LIBRA.

Y ASI, TODOS LOS PRESOS SE LIBRAN.




b) ¢Y si la distribuciéon fuera2 1 6 5 3 4?
1 2 3 456
2 1 6 5 3 4
o, en forma de ciclo, (1 2) (36 45).

El preso n® 1 mira en la caja 1 y ve un 2.
Va a la caja 2y ve un 1: SE LIBRA.

El preso n® 2 mira en la caja 2 y ve un 1.
Va alacajaly ve un 2: SE LIBRA.

El preso n® 3 mira en la caja 3 y ve un 6.
Va a la caja 6 y ve un 4.
Va alacaja4y ve un 5.

AGOTADAS SUS TRES CAJAS, QUEDA PRESO
Y TAMBIEN TODOS LOS DEMAS.

La clave del problema esta en observar que los presos se liberaran si la permutacion de
los nimeros en las cajas no contiene un ciclo de orden mayor que tres. Porque si hay un
ciclo de orden mayor que tres, el preso que tenga uno de sus numeros no llegara a ver
su ndmero en tres movimientos.

4.3.- Calculo de las probabilidades.- La probabilidad de liberarse los seis presos
eligiendo las cajas al azar es:

11 _0,015625-156%
2° 64

¢Cudl es la probabilidad de ser liberados utilizando la estrategia acordada?

Hay 720 permutaciones posibles con seis niumeros. Si las escribimos en forma de ciclos,
tenemos que contar cuantas hay que tengan un ciclo (y sélo uno, obviamente) de orden
mayor que 3, porque esas son las que no permiten que los presos se liberen.

6
Ciclos de orden 4: [4}3! 21=180
6 11
Ciclos de orden 5: | g Al=144
) 6
Ciclos de orden 6: (6}5! 01=120

Hay 444. Entonces, los casos favorables seran 720 — 444 =276 y la probabilidad es:

p= 216 =0,383333... = 38,33%
720
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4.4.- Caso general.- Supongamos que hay 2n presos. El problema consiste en hallar el
namero de permutaciones de S,, que contienen un ciclo de orden mayor que n
(obviamente s6lo pueden contener uno).

Si k>n, ¢cuantas permutaciones hay que contengan un ciclo cuyo orden sea exactamente
k?

2n
Hay (k} maneras de elegir k numeros y (k—1)! formas de ordenar estos nimeros

ciclicamente. Y, para cada una de estas ordenaciones, hay (2n—Kk)! maneras de escribir

el resto. Entonces, el nUmero de permutaciones que contienen exactamente un ciclo de
orden k es:

k

[ZnJ (k—1)! (2n_k)!=@

Y, por lo tanto, la probabilidad de que una permutacién elegida al azar tenga

. 1
exactamente un ciclo de orden k es: E

De aqui obtenemos que la probabilidad de que una permutacién no contenga un ciclo de
orden k es:

IO=1—L—L—...—L=1—H2n +H,
n+l1 n+2 2n

. Esta suma aproxima el valor de Inm, por lo tanto,

donde H, = i

i=1

=l

\ p~l-In2n+Inn=1-1In2~0,3068528 = 30,68528%

De hecho, siempre es un poco mayor, decreciendo a medida que crece n.

Para el caso reducido que hemos visto, n =3, la probabilidad es:

1ot 1 123 (358588,
60

Para 10 presos, n=5, la probabilidad de que se salven es:

6 7 8 9 10

Para 100 presos, es decir, para n=50, la probabilidad de que se salven es:

p = 0,311827821
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